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基于 OpenMP 的二维有限元-离散元并行分析方法 
严成增，郑  宏，孙冠华，葛修润 

（中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，武汉 430071） 
 

摘  要：Munjiza 提出的有限元-离散元耦合分析方法（FEDM）是分析岩石破裂过程的一种十分有效的方法。然而，为了克

服网格依赖性，需要将岩体剖分成非常细小的三角形单元，且三角形单元之间不共用节点，导致问题的变量数目巨大，计算

非常耗时。为了提高计算效率，基于 OpenMP(open multi-processing)多核并行技术实现了有限元-离散元法的并行化，克服了

并行化过程中存在的数据竞争，实现了并行程序的负载平衡。提出了一套将串行程序并行化的策略，即首先确定串行程序的

热点区域，然后尽可能地将热点区域并行化，尽量使用私有变量来规避数据竞争；若各线程间仍存在数据竞争，可采用动态

链表数据结构，先将数据存于动态链表中，最后在并行区域外，将存于各个动态链表中的数据进行合并，这样可以规避数据

竞争，同时避免了使用临界区或锁，从而提高了程序的并行化效果。开发了并行版本 FDEM 程序，将所提出的方法用于大

规模工程问题的求解，最后通过陡崖塌落的算例说明该方法的有效性。 
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Parallel analysis of two-dimensional finite-discrete  
element method based on OpenMP 
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(State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics， 
Chinese Academy of Sciences，Wuhan 430071, China) 

 
Abstract: The coupling method of finite- discrete element method(FDEM) by Munjiza is an effective procedure for simulating rock 
failure. In order to overcome the mesh dependency, it is necessary to partition the rock mass into very small triangular elements; and 
the elements do not share the nodes, creating a vast number of variables, therefore, the calculation is very time consuming. The 
method overcomes competition among the existing data in the parallelization and balances loads in a parallel program. A set of 
strategies for parallelizing serial programs are proposed, determining the hot zones of the serial program, then parallelizing the hot 
zones as far as possible and using as many private variable as possible to circumvent competition. If there are still data competition 
among the treads, dynamic lists can be used to store these competitive data. Finally, the data stored in the various dynamic lists are 
merged outside the parallel zones. Data competition is accordingly avoided with no use of critical section or lock; and the effect of the 
program parallelization is hence increased. By the proposed method, the parallel version of the FDEM program is developed, which 
can be used to solve large-scale problem. A numerical example about cliffs collapse shows the effectiveness of the proposed method. 
Key words: finite-discrete element method(FDEM); parallel computing; load balancing 
 

1  引  言 

岩土工程领域存在许多大规模的工程问题，对

于这些问题，采用一般的串行程序求解，其计算耗

时让人难以接受。为此，不少学者对岩土领域的一

些数值方法的并行化实施进行了研究。以有限元方

法为例，刘耀儒等[1]基于 J-PCG 方法（Jacobi 预处

理共轭梯度法），建立了有限元 EBE（element-by- 
element）方法在分布存储并行机上的计算算法；张

友良等[2]采用区域分解的分而治之的并行策略实现

了岩土工程百万以上自由度的有限元并行计算；张

永斌等[3]基于 OpenMP（open multi-processing）在
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共享存储的多核计算机上实现了岩石动力学的并行

计算。在离散元领域，Zhang 等[4]基于 GPU(graphic 
processing unit)实现了二维三角形离散元的并行计

算，该并行算法具有速度快、扩展性好的优点。在

其他数值方法领域，黄鹏等[5]基于 OpenMP 实现了

三维显式物质点法的并行化，该算法的并行加速比

与模型规模无关，具有较好的扩展性。在分子动力

学领域，刘青昆等[6]研究了多核并行技术在分子动

力学中的应用；段振华等[7]基于 OpenMP 的 Multi- 
Critical 对原有分子动力学并行算法进行了优化，取

得了较好的效果。 
以上的各项并行化研究，多是针对一些成熟的

数值方法，本文则对一种新颖的数值方法的并行化

进行研究。为了对岩体的变形、裂纹的萌生及扩展、

最终破坏的全过程进行模拟，Munjiza[8]提出了有限

元-离散元分析方法（finite-discrete element method, 
简称 FEDM），该方法基于离散元的思想，将连续

体划分为一系列三角形单元，相邻三角形单元的公

共边上插入了起黏结作用的无厚度的节理单元，这

样三角单元之间不共用节点，不用保证位移连续，

这就使得该方法可以很方便地模拟裂纹的萌生和扩

展。由于裂纹只能沿着单元边界进行扩展，亦即裂

纹的扩展具有网格依赖性，为了使裂纹的扩展路径

与实际相符，必须划分很密的网格，而这将导致极

大的计算量。这就使得该方法在求解大规模工程问

题时受到限制，为了解决这一问题，本文基于

OpenMP 多核并行技术，实现了 FDEM 的并行化，

将该方法应用于求解大规模工程问题。由于现行的

计算机多是基于共享存储的多核架构，因此，本问题

提出的并行化方法具有很高的实用价值，在普通计

算机及工作站上就可应用，可充分利用现有的多核

计算资源，计算投入成本低。 

2  OpenMP 多核并行设计 

OpenMP 是作为共享存储标准出现的，具有易

于使用、支持增量并行的特点，是为共享存储环境

编写并行程序而设计的一个应用程序接口，目前支

持 OpenMP 的语言有 Fortran，C/C++。OpenMP 标

准中包括一套编译指导语句及一个支持函数库[9]。

OpenMP 在并行执行程序时，采用的是“Fork/Join”
方式，其并行执行方式如图 1 所示。 

该并行模式执行代码的基本思想是：程序开始

时只有一个主线程，程序中的串行部分都由主线程

执行，并行部分由主线程和派生线程共同执行。如

图 1 所示，只有等并行部分的区域全部结束才能执

行后续的串行区域。这就是 Fork/Join 并行执行模

式。 

 
图 1  Fork/Join 并行执行模式示意图 

Fig.1  Diagram for Fork/Join parallel execution mode 
 
OpenMP 通过在源程序中加入专有的 pragma

指令来表明并行的意图，编译器可以自动使程序并

行化，并在必要的地方加入同步互斥以及通信。同

时，OpenMP 提供了很好的灵活性，只需注释掉

pargma 指令或者将编译器选项设置为不支持

OpenMP，并行程序即可退化为串行程序，而不需

要进行其他改动即可正常运行。 
OpenMP 基于共享内存，所有处理器都被连接

到一个共享的内存单元上，处理器在访问内存时使

用的都是同一个内存地址空间。由于内存是共享的，

因此，某一个处理器写入内存的数据可立刻被其他

处理器访问到。这样就减少了通信的开销，但也带

来问题，即数据竞争。因为 OpenMP 并行基本方法

是循环分解法，该方法要求各个循环之间必须无相

关性，数据的相关性常常会导致并行程序错误。所

以，需要采用各种措施避免读、写内存时的数据竞

争，这正是编写 OpenMP 并行程序的难点所在。 
2.1  串行程序的并行化 

首先需要进行热点分析，即找出代码中 CPU 耗

时最多的部分，热点区域的串行代码是最应当将其

并行化的候选代码。若这些区域恰好位于循环中，

且各循环之间无相关性，则只需要在该循环的前部

插入#pragma omp parallel for 语句，即可实现该循环

的并行化。采用这种方法将串行部分并行化需要满

足 3 个条件：①各个循环之间必须无相关性，否则，

将导致数据竞争使得程序运行结果错误。②每个线

程需要分配足够的工作量，否则，若线程的工作量

过小，那么创建线程的开销可能占主导地位，使得

并行化后的程序运行时间反而更长了。③每个循环

的工作量大致相同，使所有线程全部可获得的 CPU
核心以相同的繁忙程度来工作，亦即实现负载的均

衡。 
2.2  数据竞争和死锁的处理 

数据竞争是由两个或更多个并行执行的线程访

主线程 

Fork 

Join 

派生线程 

主线程 
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问同一个内存位置引起的，且至少其中一个线程试

图写入数据到该内存位置中，且没有使用任何同步

机制。避免数据竞争的方法有：①将全局数据变为

任务或线程的局部变量，在 OpenMP 中可以使用

private、firstprivate 以及 lastprivate 子句来实现；②

使用归约子句或者原子操作，其中归约子句为

reduction (operator:list)，原子操作为#pragma omp 
atomic；③使用锁或临界区来保护共享资源，在

OpenMP 中设置临界区的语句为 #pragma omp 
critical，加锁、解锁的语句分别为 omp_set_lock( )、
omp_unset_lock( )。为了避免处理程序并行化过程

中的数据竞争，优先采用方法①、②，但方法①、

②并不能解决所有的数据竞争问题，这时需要使用

方法③，亦即将共享资源区设置在临界区内或者对

共享资源区加锁，这样可以将共享资源的访问串行

化。但方法③的同步操作的开销很大，锁的竞争会

让并行程序串行化运行，且这种趋势随 CPU 核数增

多而加剧。为此，在方法①、②无法解决数据竞争，

同时因同步操作开销太大而不便使用方法③的情形

下，可采用方法④，即采用调整原有代码或者改变

算法，去除原有程序中各循环的数据依赖性，这也

就是无锁编程的概念。 
死锁就是当两个线程无休止地等待对方时会引

起死锁，这时两个线程都无法继续往下运行。处理

死锁的一般方法是按照相同的顺序加锁的办法来处

理。 
2.3  负载均衡 

负载均衡是指设法将所有线程在可获得的

CPU 核上以相同的繁忙程度来工作，亦即所有线程

都完成几乎等量的工作，这样就不至于一些线程很

快运行完而等待另一些线程，造成 CPU 资源的浪

费。最常见的负载不均衡的原因是划分的到各个线

程上的工作粒度过大，解决的办法是减少各个线程

的任务量，同时使得各个线程的工作量大小相近，

这主要通过调整程序的结构或者改变算法来实现。

在上面的方法不奏效时，由于 OpenMP 可以进行细

粒度的并行，这时可以采用动态调度语句

schedule(dynamic) 来实现并行化循环的负载均衡，

这是 OpenMP 并行较消息传递（MPI）并行在处理

负载均衡问题上的独特优势所在。 

3  FDEM 及并行的实现 

3.1  基本思想 
FDEM 的基本思想非常朴素，其在连续体内部

划分三角形网格，该三角形网格与一般有限元网格

的区域别在于，相邻三角形单元的公共边上插入了

起黏结作用的无厚度节理单元，这样各个三角形单

元并不共用节点，如图 2 所示。对每个三角形单元

的节点应用牛顿第二定律，更新速度、位移。在模

拟连续体变形时，因为起黏结作用的节理单元的存

在，可保证各个三角形单元变形的基本协调。同时，

可通过节理单元的断裂来模拟连裂纹的萌生、扩展，

该方法既可模拟连续体的变形，又可对连续体到非

连续体的转换以及破坏的过程进行模拟。 
 

 
图 2  三角形单元和节理单元的连接 

Fig.2  Connection of triangular elements  
and joint elements 

 

FDEM 的计算流程如图 3 所示，即先进行接触

判断，计算接触力，再计算变形引起的节点力以及

节理单元黏结作用引起的节点力，这样就得到各个

节点的不平衡力，最后根据牛顿第二定律更新单元

节点的速度和位移，这就完成了一个时间步计算。

如此循环直到达到指定的步数。同时经过串行程序

的初步试算得出，程序中各个部分的计算耗时，如

图 3 中的灰色长条，长度越长，表示该部分的耗时

越长。从图可以看出，最为耗时的部分也即热点区

域，为接触判断和接触力的计算，因此这两部分应

成为并行化的首选区域，同时可以看到，节理单元

黏结作用引起的节点力计算和三角形单元变形引起

的节点力计算这两部分是独立的，可将这两部分放

在不同的线程中计算，但这种处理策略只能使用两

个线程，能获得的并行加速很有限，且不易于实现

负载均衡，本文对这两部分采用的是将其中一个并

行执行完后，再并行执行下一个。 
从图 3 中可知，接触力判断和计算是最为耗时

的，应成为并行化需要重点关注的区域，为此需要

对原 FDEM 中的接触判断算法及接触力的计算进

行仔细分析，才有可能将这两部分较好的并行化。 
3.2  接触判断 

FDEM 采用了高效的 NBS 接触判断算法，接 

节理单元 

三角形单元 三角形单元 

 三角形单元 

三角形单元 
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图 3  FDEM 求解流程及各步骤耗时 

Fig.3  FDEM solving process and each  
time-consuming step 

 
触判断的用时与单元数成线性关系。对于单元尺寸

相差不大的系统，接触判断的效率很高。其基本思

想是：先根据最大三角形单元的外接圆直径 d，将

空间求解域分解为一系列的正方形格子，再根据各

个三角形单元的形心坐标将各个单元映射相应的格

子中去，该过程如图 4 所示，图中的黑点表示三角

形单元的形心，某一个单元具体位于空间中的哪一

个格子，即形心坐标为 c c( ,  )x y 的映射到了位于第n
行 m 列的格子，这可用一个整数坐标来  ( , )m n 表

示，公式如下： 

c min

c min

1

1

x xm INT
d

y yn INT
d

     
 


     

        （1） 

式中： ( )INT 为向下取整函数。 

 
图 4  单元到空间格子的映射[8] 

Fig.4  Element mapping to space lattice 

经过上面的映射后，对于一个单元只需要判断

与该单元所在的格子以及相邻的 8 个格子内的单元

是否接触即可，考虑到对称性，且为消除重复判断，

最终只需要对如图 5 所示的 5 各个格子内的单元进

行接触判断，这样就极大地提高了接触判断的效率。 

 
图 5  三角形单元和节理单元的连接 

Fig.5  Connection of triangular elements  
and joint elements 

 
原有NBS算法采用的是3个整数数组来存储系

统的接触，其中数组 i1elcf[nelem]中元素的含义为

与该单元相接触的第 1 个接触编号，i1iecn[i]中元

素表示接触编号为 i的下一个接触接触编号，i1iect[i]
表示接触编号为 i 的接触所对应的单元号。这种处

理方法对于串行程序而言，除了需要预先开辟足够

大的内存空间来存储接触外，已经相当完美。但采

用该方法各个单元间的接触判断存在数据共享，直

接将其并行化会存在数据竞争，若采用临界区或者

加锁来保护数据共享区，则因为其位于多层循环之

内，会导致并行程序严重串行化，根本无法达到并

行加速的目的。为此本文采用新的数据结构，将与

目标单元接触的单元存在一个链表内，每个单元都

有一个接触链表，其数据结构如图 6 所示，该链表

存储与该单元相接触的单元号，由于采用的是链表

数据结构，当新增接触时，可动态开辟内存来存储

接触的单元号，而无需像原有方法那样需要预先开

辟内存空间，且因为每个单元都拥有一个单独的接

触链表，使得各个单元再进行接触判断时，可根据

单元到空间格子的映射关系完全独立进行，这样可

消除循环间的数据相关性，从而对接触判断部分实

现无锁并行化。可以说，采用这种处理方法，有效

地解决了离散元类数值方法中接触判断部分的并行

化，其适用于一般离散元法、MD（分子动力学）

的并行化。 
 

struct COUTA_struct 
{ INT eId;  //与目标单元接触的单元号 

DBL dlelst[6]; //每个接触包含 6 个信息 
struct COUTA_struct *next; 
}; 

图 6  接触链表中结点的数据结构 
Fig.6  Data structure of node in contact linked list 
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同时，采用这种存储策略，在单元处于紧密状

态时（在模拟连续体变形及连续体中裂纹的萌生扩

展时，单元是处于紧密状态的），每个单元的接触链

表长度大致相同，亦即与每个目标单元相接触的单

元数大致相同，这就使得每个目标单元进行接触判

断的工作量大致相同，亦即对应于各个循环的工作

量大体相同，这很好地实现了单元接触判断并行时

的负载均衡。即便单元处于松散状态，每个链表的

长度可能不同，但因为是细粒度的并行（此处表现

为单元数比 CPU 数要多得多），可采用 OpenMP 的

动态调度语句 schedule(dynamic) 来实现并行化循

环的负载均衡，这也是基于 OpenMP 并行较基于消

息传递（MPI）并行在处理负载均衡问题上的独特

优势所在。 

3.3  接触力的计算 
FDEM 法采用了基于势的接触力计算方法，这

是该方法较一般离散元方法新颖之处。该接触力计

算方法可方便地处理点点接触的问题，不需要像常

规离散元方法那样对角点进行圆角化处理。该方法

接触力的计算公式为 

t c

c c t( )d
 




  


 f n          （2） 

式中：
t c 


分别为目标单元 c 和与之接触的单元

t 重叠区域的边界；而 c 、 t 分别为目标单元、

与之接触单元的势； n 为重叠区域边界的外法向

向量。 
该接触力计算的细节如图 7、8 所示，以 AB 边

为例，作用于 AB 边的分布式接触按照图 8 中的阴

影区域所示，对 AB 边的作用力采用下式计算： 
 

c, 2  0

1 ( )d
L

AB p   f u
u

          （3） 

式中：p 为罚参数；u为 AB 边的法向量； 为势，

也即图 8 中的阴影区域， 为 AB 边上的点在图 8 

  
图 7  目标单元和与之接触的单元

[8] 
Fig.7  Target and contact units[8] 

所示的局部坐标系 u-v 中 v 方向的坐标分量；L 为

AB 边的长度。 
对于重叠区域的其他各条边的接触力也采用同

样的方法计算。 
有关该接触力计算的详细论述，可参考文献[10]，

该文献对 Munjiza 基于势的接触力进行了详尽的论

述。为了实现接触力计算的并行化，将计算接触力

最耗时的部分，由各个线程的私有变量来处理，从

而使得这部分的计算可以完全并行化，而在将计算

处的接触力分配到各个节点上时，采用全局数组记

录节点的接触力是不可避免的，因此会存在数据竞

争，但考虑到该共享数据的赋值耗时很短，将该共

享数据放置在单层循环内部，这时再将共享数据区

设为临界区，并不会导致并行效率大幅下降。这样

便实现了接触力计算部分的并行化。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 8  AB边上接触力的分布
[8] 

Fig.8  Contact force distribution of edge AB[8]  

4  算例验证 

为了验证本文提出的并行化方法的加速效果，

选取文献[11]的算例，如图 9 所示为一个高为 20 m
的陡崖，模型共划分 34 877 个单元，陡崖在海水侵

蚀下，底面被掏空，掏空的水平深度为 3 m。该陡崖

由两组结构面控制，两组结构面的倾角分别为-10°
和 80°。该陡崖岩体和节理的材料参数见表 1。 

 

 
图 9  陡崖模型的几何和网格 

Fig.9  Geometry and mesh of cliff models 
 

表 1 中相应参数与图 9 的对应关系是，图 9 中

相邻的两个深色三角形单元或者浅色三角形单元之 
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表 1  岩体的力学参数 
Table 1  Mechanical parameters of rock 

岩块 结构面 

 
/ (kg/m3) 

E 
/ GPa 

v Ts 

/ kPa 
c 

/ kPa 
 

/ (°) 
Gf 

/ (J/m2) 
Ts 

/ kPa 
c 

/ kPa 
 

/ (°) 

2 344 1 0.25 300 460 47 10 46 10 30 

注：Ts为抗拉强度，Gf 为能量释放率。 

 
间的节理单元位于结构面处，这些节理单元的参数

取表 1 中结构面的参数。而其余相邻的三角形单元

之间的节理单元因位于完整岩块内部，这些节理单

元的强度参数取表 1 中岩块一栏中的 sT 、c、 。 
本文的计算硬件环境采用本课题组的 Dell 

precision T5500 工作站，内部配置为 intel 的 Xeon 
X5690@3.47GHZ 3.46GHZ 6 核处理器（有 12 个逻

辑内核），使用 DDR3 SDRAM@48G 内存，硬盘为

2TB-SCSI。分别采用串行程序和本文提出的并行化

方法计算算例，并比较两者的耗时。计算结果见图 10，
需要特别说明的是，由于并行程序的计算结果与串

行程序的计算结果完全一致，限于篇幅仅在图 10
中给出并行程序计算出的陡崖的塌落形态随时间的

演化过程，此处仅仅是计算结果的展示，而非并行

程序和串行程序计算结果的对比。 

如图 10 所示，陡崖最先在掏空区沿着既有节理

产生拉裂缝，该裂缝沿着既有节理面（80°倾角）

从下往上逐步扩展，且由于掏空区端部拉应力集中

而产生拉裂纹，如图中的 0.085、0.096、0.116 s 所示，

同时陡崖的后缘开始沿既有节理面（80°倾角）产

生张拉裂缝，该裂缝由上往下逐步扩展，如图中的

0.116、0.124 s。随着裂缝的继续发展，被原有两组

节理围限切割的块体开始发生倾倒，由于块体倾倒，

使得在底部沿原有节理（-10°倾角）产生拉张裂缝，

裂缝沿着既有节理面从左至有扩展，直至贯通，如

图中的 0.233～0.543 s 所示，以上的计算结果所展

现的破坏模式与文献[11]中所描述的是一致，同时

与串行程序的计算结果一致，这验证了程序计算结

果的正确。鉴于本文通过本算例的目的，更多的

是讨论并行程序的加速效果，关于计算中陡崖塌落

的过程和应力演化，在此不再详述。 
为了考证并行程序的加速效果和可扩展性，分

别研究了加速比随核心个数、并行效率随核心个数

和加速比随单元数的变化关系。为了考证加速比随

单元的数的变化关系，分别对上面的算例划分了 
34 877、65 091、96 692 个单元。得到如图 11～13
所示的曲线。 

    
(a) 0.079 s                    (b) 0.085 s                      (c) 0.096 s                      (d) 0.116 s 

    

(e) 0.124 s                    (f) 0.171 s                      (g) 0.233 s                     (h) 0.274 s 

    

(i) 0.543 s                       (j) 0.621 s                       (k) 1.713 s                      (l) 2.570 s 
图 10  陡崖塌落及应力演化 

Fig.10  Cliffs collapse and stress evolution   
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  CPU 逻辑内核个数 

图 11  加速比随核个数的变化 
Fig.11  Curve of speedup ratio and kernel number 

 

 
   CPU 的逻辑内核的个数 

图 12  并行效率随核个数的变化 
Fig.12  Curve of parallel efficiency and kernel number 

 

  
   单元个数/104 

图 13  加速比随单元个数的变化 
Fig.13  Curve of speedup ratio and element number 

 
从图 11 可以看出，加速比随逻辑内核的个数呈

近似线性提高，展现了该并行程序良好的扩展性。

从图中可以看出，在使用 4 个逻辑内核时，较串行

程序可获得 3.5 倍加速；在使用 12 个逻辑内核（只

有 6 个物理内核）时，可以获得 8.0 倍加速；整个

并行程序的加速效果很明显。从图 12 中可以看出，

并行效率随所使用的 CPU 逻辑内核个数增加而减

少，这与预期是吻合的，因为随着逻辑内核的个数

的增加，相应地用于创建进程的开销也在增加，因

而并行效率下降。图 13 表明，加速比几乎不随单元

个数（问题的规模）变化，加速比均稳定在 8.0 左

右，说明该并行程序具有很好的适用性，对于疏密

程度不同的网格具有几乎相同的加速比，体现了该

并行程序具有与问题规模的特点无关性。 

5  结  论 

基于OpenMP多核并行技术实现了FDEM的并

行化，使该方法用于求解大规模工程问题变得可行。

该方法克服了并行化过程中存在的数据竞争，实现

了并行程序的负载平衡。同时文中给出一个陡崖塌

落算例，验证了本文的并行化方法具有良好的加速

比、可扩展性以及问题无关性。 
（1）提出了一套串行程序并行化的策略，即首

先确定串行程序的热点区域，然后尽可能地将热点

区域并行化，尽量使用私有变量来规避数据竞争；

若各线程间仍存在数据竞争，可采用动态链表数据

结构，即先将数据存于动态链表中，最后在并行区

域外，将存于各个动态链表中的数据进行合并，这

样可以规避数据竞争，同时避免了使用临界区或锁，

从而提高了程序的并行化效果。 
（2）陡崖算例的计算结果与串行程序的计算结

果一致，且与文献[11]描述的基本一致，验证了本

文的并行程序的正确性。 
（3）加速比随着逻辑内核个数呈近似线性增加，

在 4 个内核时可获得 3.5 倍的加速比，在 12 个逻辑

内核（只有 6 个物理内核），可获得 8.0 倍的加速效

果，并行程序具有较好的可扩展性，并行效率随着

核个数增加而下降。加速比随单元个数几乎没有变

化，均可得 8.0 倍的加速比，体现了该并行程序的

加速比与问题的规模无关，具有较好的适用性。 
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